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Unitaire multiplicatif K-moyennable
Mohamed Maghfoul
Re´sume´.
Nous ge´ne´ralisons la the´orie de la K-moyennabilite´ au cas d’un unitaire
multiplicatif re´gulier V . Nous montrons que si (H, V, U) est un syste`me de
Kac K-moyennable, alors pour toute S-alge`bre A, les alge`bres A ×m Sˆ et
A× Sˆ sont KK-e´quivalentes ou` S est la C∗-alge`bre de Hopf re´duite associe´e
a` V .
Introduction.
Les C∗-alge`bres de Hopf peuvent eˆtre conside´re´es comme objets ge´ne´ralisant
les groupes localement compacts. Elles ont e´te´ introduites dans le cadre de
la recherche d’une cate´gorie contenant a` la fois les groupes et leurs duaux et
ou` la dualite´ de Pontrjagyn s’exprime aise´ment.
Soient H un espace de Hilbert et V ∈ L(H ⊗H) un ope´rateur unitaire.
On dit que V est multiplicatif s’il ve´rifie, dans L(H ⊗ H ⊗ H), la relation
pentagonale
V12V13V23 = V23V12.
Ces unitaires multiplicatifs introduits dans [2], fournissent un cadre ge´ne´ral
contenant de nombreux exemples de groupes quantiques ( alge`bres de Kac,
pseudo-groupes compacts matriciels de Woronovicz, groupes quantiques lo-
calement compacts, groupes localement compacts etc ... ) ou` la dualite´ de
Pontrjagyn a lieu.
Dans [1], S. Baaj et G. Skandalis ont associe´ a` toute paire (A,B) de
C∗-alge`bres munies d’une coaction d’une C∗-alge`bre de Hopf S un groupe
abe´lien note´ KKS(A,B) de la the´orie de Kasparov e´quivariante. Dans le cas
ou` S = C0(G) (G est un groupe localement compact et C0(G) est l’alge`bre
des fonctions continues sur G nulles a` l’infini), KKS(A,B) = KKG(A,B)
[1] . A` tout unitaire multiplicatif re´gulier sont associe´es quatre C∗-alge`bres
de Hopf S, Sp, Sˆ et Sˆp. On dit que V est K- moyennable s’il existe un S-
module de Fredholm (K,F,X) dans la classe de 1S dans KKS(IC , IC ) et tel
que la repre´sentation de Sˆp dans K induite par la corepre´sentation X de S
se factorise a` travers la C∗-alge`bre re´duite dual Sˆ. Dans le cas ou` V = VG:
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unitaire multiplicatif associe´ au groupe G, la K-moyennabilite´ de VG est
e´quivalente a` celle de G ([4], [5]). Un unitaire multiplicatif moyennable est
K-moyennable. Nous montrons que si (H, V, U) est un syste`me de Kac [2]
avec V est K-moyennable, alors pour toute S-alge`bre A, les alge`bres A×m Sˆ
et A × Sˆ [2] sont KK-e´quivalentes. Si V est discret (i.e. Sˆp est unife`re), la
re´ciproque est vraie.
Remerciements. Je tiens a` remercier G. Skandalis pour les discussions
enrichissantes que nous avons eues pendant l’e´laboration de ce travail.
1 Rappels sur les unitaires multiplicatifs.
Soient H un espace de Hilbert et L(H) l’alge`bre des ope´rateurs borne´s sur
H . Pour V ∈ L(H⊗H), nous de´signerons (dans L(H⊗H⊗H)) par V12, V23
et V13 les ope´rateurs V ⊗ 1, 1⊗V et (σ⊗ 1)(1⊗V )(σ⊗ 1) ou` σ ∈ L(H⊗H)
est la volte ( σ(ξ ⊗ η) = η ⊗ ξ pour tous ξ, η ∈ H).
De´finition 1.1 ([2]) Soient H un espace de Hilbert et V ∈ L(H ⊗ H) un
ope´rateur unitaire. On dit que V est multiplicatif s’il ve´rifie la relation pen-
tagonale
V12V13V23 = V23V12.
Par exemple, pour G un groupe localement compact et H = L2(G),
l’unitaire VG ∈ L(L
2(G)⊗ L2(G)) tel que VG(f)(s, t) = f(st, t) est multipli-
catif. Pour d’autres exemples d’unitaires multiplicatifs voir[2].
A` tout unitaire multiplicatif V ∈ L(H ⊗H), sont associe´s les deux sous-
espaces de L(H) suivants:
A(V ) = {L(ω) = (ω ⊗ id)(V )/ω ∈ L(H)∗};
Aˆ(V ) = {̺(ω) = (id⊗ ω)(V )/ω ∈ L(H)∗}.
On dit que V est re´gulier si l’adhe´rence normique de l’alge`bre C(V ) = {(id⊗
ω)(σV )/ω ∈ L(H)∗} est K(H) ( alge`bre des ope´rateurs compacts sur H).
Notons que si V est re´gulier, les adhe´rences normique de A(V ) et Aˆ(V ) qu’on
note respectivement S et Sˆ sont des C∗-alge`bres [2]. Munie du coproduit
δ(x) = V (x⊗1)V ∗, l’alge`bre S de V est une C∗-alge`bre de Hopf bisimplifiable.
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Munie du coproduit δˆ(x) = V ∗(1⊗ x)V , l’alge`bre Sˆ de V est une C∗-alge`bre
de Hopf bisimplifiable. L’alge`bre S (resp. Sˆ) est dite alge`bre re´duite (resp.
re´duite dual) de V .
De´finition 1.2 Soit V ∈ L(H⊗H) un unitaire multiplicatif. Une repre´sentation
de V dans l’espace de Hilbert K est un unitaire X ∈ L(K ⊗H) tel que
X12X13V23 = V23X12.
Une corepre´sentation de V dans un espace de Hilbert K est la donne´e d’un
unitaire W ∈ L(H ⊗K) ve´rifiant
V12W13W23 =W23V12.
L’unitaire V ∈ L(H⊗H) est une repre´sentation de V dite repre´sentation
re´gulie`re. L’identite´ de H est appele´e repre´sentation triviale de V . Si (K,X)
et (K ′, X ′) sont deux repre´sentations de V , alors (K ⊗K ′, X ′23X13) est une
repre´sentation de V dite produit tensoriel de (K,X) par (K ′, X ′). Pour toute
repre´rentation (resp. corepre´sentation) X de V et pour tout ω ∈ L(H)∗ on
pose ̺X(ω) = (id⊗ ω)(X)(resp. LX(ω) = (ω ⊗ id)(X)).
De´finition 1.3 1) Soit (S, δ) une C∗-alge`bre de Hopf. Une corepre´sentation
de (S, δ) dans l’espace de Hilbert ( ou C∗-module) K est la donne´e d’un
unitaire U ∈ L(K ⊗ S) tel que (id⊗ δ)(U) = U12U13 dans L(K ⊗ S ⊗ S).
2) Soit A une C∗-alge`bre munie d’une coaction δA d’une C
∗-alge`bre de
Hopf (S, δ). Une repre´sentation covariante de (A, δA) est une paire (π, U)
ou` π est une repre´sentation de A et U est une corepre´sentation de S dans le
meˆme espace de Hilbert K et telle que
(π ⊗ id)δA(a) = U(π(a)⊗ 1)U
∗
pour tout a ∈ A.
Pour V un unitaire multiplicatif, on note Sˆp (resp. Sp ) le se´pare´ comple´te´
de l’espace L(H)∗, muni du produit (ω ∗ ω
′)(T ) = (ω ⊗ ω′)(V (T ⊗ 1)V ∗)
(resp.(ω ∗ ω′)(T ) = (ω ⊗ ω′)(V ∗(1 ⊗ T )V )) et de la semi-norme ‖ω‖pˆ =
Sup{‖̺X(ω)‖/ X repre´sentation de V } (resp. ‖ω‖p = Sup {‖LX(ω)‖/ -
X corepre´sentation de V }). Si V est re´gulier, Sˆp et Sp sont des C
∗-alge`bres
de Hopf [2].
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Il existe un unique unitaire V ′ ∈M(Sˆp⊗S) (resp. V
′′ ∈M(Sˆ⊗Sp)) tel que
pour toute repre´sentation non de´ge´ne´re´e π de Sˆp (resp. Sp), l’unitaire X =
(π⊗L)(V ′) (resp. (̺⊗π)(V ′′)) soit une repre´sentation (resp. corepre´sentation
) de V avec π = ̺X (resp. π = LX)( ou` M(A) de´signe l’alge`bre des multipli-
cateurs de la C∗-alge`bre A). La correspondance X → ̺X (resp. X → LX)
de´finit une bijection entre l’ensemble des repre´senatations (resp. Corepre´-
sentations) de V et celui des repre´sentations non de´ge´ne´re´es de Sˆp (resp.
Sp).
Soient V ∈ L(H ⊗ H) un unitaire multiplicatif re´gulier et A une C∗-
alge`bre munie d’une coaction δA de la C
∗-alge`bre de Hop (S, δ) de V . Soit
(π,X) une repre´sentation covariante de (A, δA) dans l’espace de Hilbert
K. L’adhe´rence normique dans L(K) de l’espace engendre´ par les produits
{π(a)̺X(ω), a ∈ A et ω ∈ L(H)∗} est une C
∗- alge`bre. Le se´pare´ comple´te´
de A⊗alg L(H)∗ pour la semi-norme
‖
∑
ai ⊗ ωi‖ = Sup{‖
∑
π(ai)̺X(ωi)‖}
quand (π,X) parcourt l’ensemble des repre´sentations covariantes de (A, δA)
est une C∗-alge`bre note´e A×m Sˆ et appele´e produit croise´ maximal de A par
la coaction δA de S. Soit πL = (id ⊗ L)δA la repre´sentation de A dans le
A-module hilbertien A⊗H . Alors (πL, V23) est une repre´sentation covariante
de (A, δA). L’adhe´rence normique A× Sˆ dans L(A⊗H) de l’espace vectoriel
engendre´ par
{πL(a)(1⊗ ̺(ω))/ a ∈ A ;ω ∈ L(H)∗}
est une C∗-alge`bre dite produit croise´ re´duit de A par la coaction δA de S.
Un unitaire multiplicatif V ∈ L(H ⊗ H) est bire´gulier s’il est re´gulier
et que l’adhe´rencs normique dans L(H) de {(ω ⊗ id)(σV )/ ω ∈ L(H)∗} est
K(H).
De´finition 1.4 Un syste`me de Kac est un triplet (H, V, U) ou` H est un
espace de Hilbert, V ∈ L(H ⊗ H) est un unitaire multiplicatif bire´gulier et
U ∈ L(H) est un unitaire tel que
• U2 = 1 et (σ(1⊗ U)V )3 = 1
• Les unitaires Vˆ = σ(U ⊗ 1)V (U ⊗ 1)σ et V˜ = (U ⊗ U)Vˆ (U ⊗U) sont
multiplicatifs.
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2 K-moyennabilite´.
Dans [1], S. Baaj et G. Skandalis ont associe´ a` toute paire (A,B) de C∗-
alge`bres munies d’une coaction d’une C∗-alge`bre de Hopf S un groupe abe´lien
note´ KKS(A,B) de la the´orie de Kasparov e´quivariante. Dans le cas ou`
S = C0(G) (G est un groupe localement compact et C0(G) est l’alge`bre des
fonctions continues sur G nulles a` l’infini), KKS(A,B) = KKG(A,B). Pour
A = B = IC , l’anneau (unife`re) KKS(IC , IC ) est de´fini ainsi:
De´finition 2.1 Un S-module de Fredholm est un triplet (K,F,X) ou`:
• K est un espace de Hilbert se´parable Z/2Z- gradue´.
•F ∈ L(K) un ope´rateur de degre´ 1 tel que 1 − F ∗F et 1 − FF ∗ sont dans
K(K).
• X ∈ L(K ⊗ S) est une corepre´sentation de S ve´rifiant (1 ⊗ x)[F ⊗ 1 −
X(F ⊗ 1)X∗] ∈ K(K ⊗ S) pour tout x ∈ S.
Deux modules de fredholm (K1, F1, X1) et (K2, F2, X2) sont dits uni-
tairement e´quivalents s’il existe un unitaire T ∈ L(K1, K2) tel que TF1 =
F2T . On note ES(IC , IC )l’ensemble des S-modules de Fredholm unitairement
e´quivalents.
On dit qu’un e´le´ment (K,F,X) ∈ ES(IC , IC ) est de´ge´ne´re´ si
1− FF ∗ = 1− F ∗F = (1⊗ x)(F ⊗ 1−X(F ⊗ 1)X∗) = 0
pour tout x ∈ S.
Une homotopie est un e´le´ment de ES(IC , IC ⊗C [0 , 1 ]). L’anneau KKS(IC , IC )
est l’ensemble des classes d’homotopie des e´le´ments de ES(IC , IC ). La multi-
plication est donne´e par le produit de Kasparov [1]. L’unite´ e´tant (IC , 0 , id).
Pour une pre´sentation plus comple`te sur la the´orie de Kasparov e´quivariante
par rapport a` une C∗-alge`bre de Hopf voir [1].
SoientH un espace de Hilbert se´parable et V ∈ L(H⊗H) un unitaire mul-
tiplicatif re´gulier. Soient S, Sp, Sˆ et Sˆp les C
∗-alge`bres de Hopf associe´es a` V .
A` toute corepre´sentation X ∈ L(K⊗S) de S sur un espace de Hilbert K, cor-
respond une repre´sentation (non de´ge´ne´re´e) de Sˆp dansK et re´ciproquememt.
Cette repre´sentation est donne´e par l’unitaire Y = (id⊗L)(X) ∈ L(K ⊗H)
[2]. On note ρ : Sˆp −→ Sˆ l’application canonique.
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De´finition 2.2 On dit que V est K- moyennable s’il existe un S-module
de Fredholm (K,F,X) dans la classe de 1S dans KKS(IC , IC ) et tel que la
repre´sentation de Sˆp dans K induite par la corepre´sentation de S se factorise
a` travers la C∗-alge`bre re´duite dual Sˆ.
Exemples.
1) Soient G un groupe localement compact et VG l’unitaire multiplicatif
asoocie´ (VG(f)(s, t) = f(st, t)). Alors VG est K-moyennnable si, et seulemnt
si, G est K-moyennable.
2) Un unitaire multiplicatif re´gulier est dit moyennable, si l’application
ρ : Sˆp −→ Sˆ est isome´trique. Ceci e´quivaut a`: il existe une suite de vecteurs
ξn de H de norme 1 ve´rfiant ‖V (ξn⊗η)−ξn⊗η‖ tend vers ze´ro quand n tend
vers l’infini et ceci pour tout η ∈ H ; ou encore, la repre´sentation triviale τ est
faiblement contenue dans la re´gulie`re ρ (cf.[2],[3]). Un unitaire multiplicatif
moyennable est donc K-moyennable ( la K-moyennabilite´ est donne´e par
l’e´le´ment trivial (IC , 0 , Id) ). En particulier, un unitaires multiplicatif de
type compact est K-moyennable.
Remarque.
En remplac¸ant S par Sˆ et Sp par Sˆp, on peut de´finir la K-comoyennabilite´
d’un unitaire multiplicatif. Tous les re´sultats qui suivent ont lieu pour les uni-
taires multiplicatifK-comoyennables avec les remplacements cite´s pre´ce´demment.
3 Applications.
Soit (H, V, U) un syste`me de Kac et soient S, Sp, Sˆ et Sˆp les C
∗-alge`bres de
Hopf associe´es a` V . Comme dans le cas d’un groupe[5], la de´monstration
des lemmes suivants repose sur le fait que le produit tensoriel de toute
repre´sentation de l’unitaire multiplicatif V par la repre´sentation re´gulie`re
est e´quivalente a` la repre´sentation re´gulie`re [2]. Pour B une C∗-alge`bre quel-
conque, on note M(B) la C∗-alge`bre des multiplicateurs de B. Soient A une
S-alge`bre et A ×m Sˆ(resp. A × Sˆ) le produit croise´ maximal (resp. pro-
duit croise´ re´duit) de A par S. Soit V ′ ∈ M(Sˆp ⊗ S) l’unitaire associe´ a` la
repre´sentation universelle de Sˆp [2]. Soit (π,U) la repre´sentation universelle
covariante de (A, δA) dans l’espace de HilbertH. Notons iA : A→M(A×mSˆ)
6
et iSˆp : Sˆp −→M(A×m Sˆ) les injections naturelles. On ve´rifie facilement que
la paire (1⊗ π,U23V
′
13) de´finit une repre´sentation cavariante de (A, δA) dans
M(Sˆp⊗A×m Sˆ) et donc un homomorphisme ∆ : A×m Sˆ −→M(Sˆp⊗A×m Sˆ)
( ⊗ est le produit tensoriel minimal).
Lemme 3.1 Il existe un homomorphisme ∆1 : A × Sˆ −→ M(Sˆ ⊗ A ×m Sˆ)
rendant commutatif le diagrammme suivant
A×m Sˆ
∆
−→ M(Sˆp ⊗A×m Sˆ)yρA
yρ⊗id
A× Sˆ
∆1−→ M(Sˆ ⊗A×m Sˆ)
De´monstration. La repre´sentation (ρ ⊗ id) ◦∆ de A ×m Sˆ dans M(Sˆ ⊗
A×m Sˆ) est donne´e par la repre´sentation covariante (1⊗ iA,U23V13). Notons
que Sˆ ⊗A×m Sˆ se repre´sente fide`lement dans L(H ⊗H). Mais dans H ⊗H
les repre´sentations U23V13 et V13 sont e´quivalentes ( elles sont entrelace´es par
l’unitaire sXs∗ ou` s : H ⊗ H −→ H ⊗ H est la volte). La repre´sentation
(ρ⊗ id) ◦∆ se factorise donc a` travers A× Sˆ. Ceci donne ∆1.
Lemme 3.2 Il existe un homomorphisme ∆2 : A × Sˆ −→ M(Sˆp ⊗ A × Sˆ)
rendant commutatif le diagramme suivant
A×m Sˆ
∆
−→ M(Sˆp ⊗A×m Sˆ)yρA
yid⊗ρA
A× Sˆ
∆2−→ M(Sˆp ⊗ A× Sˆ)
De´monstration. Remarquons que la repre´sentation (id⊗ ρA) ◦∆ est donne´e
par la repre´srentation covariante (1⊗iA, V23V
′
13) ou` iA est l’inclusion naturelle
de A dans M(A × Sˆ). Soient ϕ : A −→ L(K) et ψ : Sˆp −→ L(Hp) des
repre´sentations fide`les. L’alge`bre A× Sˆ se repre´sente fide`lement dans L(K⊗
H); et donc Sˆp⊗A× Sˆ se repre´sente fide`lement dans L(Hp⊗K⊗H). Soit ψ˜
une telle repre´sentation. Alors (ψ˜⊗ id)(V23V
′
13)) = V34W14 dans L(Hp⊗K ⊗
H ⊗ H) ou` W = (ψ ⊗ id)(V ′). Comme W est une repre´sentation de V et
qu’on a a` faire a` un syste`me de Kac, la repre´sentation V13W23 est e´quivalente
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a` V13 dans L(H ⊗ Hp ⊗ H) ( voir de´monstration de la proposition A.10 de
[2]), par suite V23W13 est e´quivalente a` V23 dans L(Hp ⊗ H ⊗ H) . Donc
V34W14 est e´quivalente a` V34. Par conse´quent (id ⊗ ρA) ◦ ∆ se factorise a`
travers A× Sˆ. Ceci donne ∆2.
Les diagrammes des deux lemmes commutent par construction.
The´ore`me 3.1 Soient (H, V, U) un syste`me de Kac, S la C∗-alge`bre re´duite
associe´e a` V et A une S-alge`bre. Si V est K-moyennable, alors l’application
ρA : A×m Sˆ −→ A× Sˆ est inversible en KK-the´orie.
De´monstration. Soient iA : A → M(A ×m Sˆ) et iSˆp : Sˆp −→ M(A ×m
Sˆ) les injections naturelles. Soit V ′ ∈ M(Sˆp ⊗ S) l’unitaire associe´ a` la
repre´sentation universelle de Sˆp [2]. On poseW = (iSˆp⊗ idS)(V
′) ∈M(A×m
Sˆ ⊗ S) . Soit ΦA : KKS(IC , IC ) −→ KK (A ×m Sˆ ,A ×m Sˆ ) le morphisme
de Kasparov[2]. L’image par ΦA de l’e´le´ment (K,F,X) re´alisant la K-
moyennabilite´ de V est de la forme (K ⊗ A ×m Sˆ, F ⊗ 1). L’action de
A ×m Sˆ dans (K ⊗ A ×m Sˆ) est donne´e par la repre´sentation covariante
(iA,W23X13)( l’alge`bre A agit comme multiplicateur sur le deuxie`me fac-
teur de K ⊗ A ×m Sˆ). Cette repre´sentation provient d’une repre´sentation
de Sˆp ⊗ A ×m Sˆ qui, par hypothe`se, se factorise a` travers Sˆ ⊗ A ×m Sˆ et
par conse´quent (lemme 3.1) a` travers A × Sˆ. On obtient donc ( puisque
ΦA(1) = 1) un e´le´ment ωA ∈ KK(A× Sˆ, A×m Sˆ) tel que λA ⊗A×Sˆ ωA = 1.
Montrons que ωA ⊗A×mSˆ λA = 1. Notons que l’e´le´ment ωA ⊗A×mSˆ λA est de
la forme (K ⊗ A× Sˆ, F ⊗ 1). L’action de Sˆp ⊗ A×m Sˆ dans K ⊗ A × Sˆ se
factorise a` travers Sˆp ⊗ A × Sˆ. Soit xt = (Kt, Ft, Xt) une homotopie dans
KKS(IC , IC ) entre x0 = (K,F,X) et x1 = 1S. Pour chaque t, nous avons
une action de Sˆp ⊗ A× Sˆ sur Kt ⊗ A× Sˆ. Ceci et le lemme (3.2) montrent
que l’action de A×m Sˆ se factorise a` travers A× Sˆ. Nous en de´duisons que
(Kt ⊗A× Sˆ, Ft ⊗ 1) re´alise une homotopie entre ωA ⊗A×mSˆ λA et 1A×Sˆ.
Rappelons (voir [7]) qu’une S-alge`bre A est dite nucle´aire en KKS-the´orie
si 1A ∈ KKS(A,A) est repre´sente´ par un A,A-bimodule nucle´aire.
Proposition 3.1 Soit (H, V, U) un syste`me de Kac. Si V est K-moyennable
et A est nucle´aire en KKS-the´orie, alors les alge`bres A× Sˆ et A×m Sˆ sont
K-nucle´aires.
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De´monstration. Il suffit de montrer que A×m Sˆ est K-nucle´aire car A× Sˆ
et A ×m Sˆ sont KK-e´quivalentes (the´ore`me 3.1). Soient (H1, F1) l’e´le´ment
re´alisant la K-moyennabilite´ de V et (E2, F2) l’e´le´ment re´alisant la nucle´arite´
en KKS-the´orie de A. Soit D une C
∗-alge`bre sur laquelle S agit trivialement.
Il existe F (une F2-connection ) tel que
((H1 ⊗ E2)×m Sˆ, F ) = 1A×mSˆ.
D’autre part
((H1⊗E2)×mSˆ)⊗maxD = (H1⊗A⊗minD)×mSˆ⊗(A⊗minD)×mSˆ(E2⊗maxD)×mSˆ.
D’apre`s le the´ore`me (3.1), (H1 ⊗ A ⊗min D) ×m Sˆ est un ((A ⊗min D) ×
Sˆ, (A⊗min D)×m Sˆ) bimodule. Comme (A⊗min D)× Sˆ est un quotient de
A×m Sˆ ⊗min D, alors (H1 ⊗E2)×m Sˆ est nucle´aire.
Corollaire 3.1 Soit (H, V, U) un syste`me de Kac avec V discret. Les pro-
prie´te´s suivantes sont e´quivalentes.
i) V est K-moyennble.
ii) Pour toute S-alge`bre A, l’application ρA : A ×m Sˆ −→ A × Sˆ est
inversible en KK-the´orie.
iii) L’application ρ∗ : KK(Sˆ, IC ) −→ KK (Sˆp, IC ) est un isomorphisme.
De´monstration. i) =⇒ ii) (the´ore`me 3.1) et ii) =⇒ iii) e´vident. iii) =⇒
i). Parce que V est discret, on a KKS(IC , IC ) = KK (Sˆp, IC ). Il existe donc
x ∈ KK(Sˆ, IC ) tel que ρ∗(x) = 1 dans KKS(IC , IC ). La repre´sentation de
Sˆp dans l’espace de Hilbert du S-module de Fredholm ρ
∗(x) provient d’une
repre´sentation de Sˆ, elle est donc faiblement contenue dans la repre´sentation
re´gulie`re ρ.
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